DIETER BETTEN

4-DIMENSIONALE TRANSLATIONSEBENEN MIT
8-DIMENSIONALER KOLLINEATIONSGRUPPE

1. EINLEITUNG

Nach ersten Beispielen fiir nicht-desarguessche 4-dimensionale Transla-
tionsebenen [2; 10] wurde in [3] bewiesen, daB jede 4-dimensionale Transla-
tionsebene mit mindestens 9-dimensionaler Kollineationsgruppe desarguessch
ist. Falls die Kollineationsgruppe I' einer nicht-desarguesschen 4-dimen-
sionalen Translationsebene 8-dimensional ist, gibt es fiir die Wirkung der
Standgruppe 4 von I' auf einem eigentlichen Punkt O folgende Moglich-
keiten:

(a) 4 wirkt reduzibel auf dem R* und hilt keine Gerade durch O fest.
In diesem Fall gibt es genau eine einparametrige Schar nicht-desargues-
scher Ebenen [3, Satz 5].

(b) 4 wirkt reduzibel auf dem R* und hilt eine Gerade S durch O fest.
In der vorliegenden Arbeit wird bewiesen, daB genau eine Einzelebene
mit dieser Eigenschaft existiert. Diese Ebene wird von folgender Partition
des R*in 2-dimensionale Teilriume erzeugt:

B ={(_;3/3 szi t); A teR}u{S}.

(c) Die Gruppe A wirkt irreduzibel auf dem R*. Dieser Fall soll an anderer
Stelle behandelt werden.

2. HILFSMITTEL

Sei B eine Partition des R* in 2-dimensionale Teilriume, dann entsteht
durch Verschieben von B und projektives AbschlieBen eine Translations-
ebene P(B). Wenn diese Translationsebene eine topologische projektive
Ebene — kurz: 4-dimensionale Translationsebene — ist, nennen wir die
Partition B topologisch. In [3] wurde folgendes Konstruktionsprinzip
fiir topologische Partitionen des R* angegeben: Sei R*={(x,y,u, v);
X, ¥, u, ve R}, dann bezeichnen wir den durch die Gleichungen u=ox+ fy,
v=fx+ gy definierten 2-dimensionalen Teilraum mit
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Ferner sei S der durch x=y=0 gegebene Teilraum. Sei 7:R*—R? ein
‘transversaler’ Homéomorphismus der reellen Ebene, das ist eine topologi-
sche Abbildung mit der Eigenschaft: Fiir je zwei gewshnliche parallele
Geraden H#K gilt | HnK"|=1. Wenn 7 in Koordinaten gegeben ist als

7= ((«, B)—(f (e, B), g(«, B))), dann st

%’={S}U{(f(:,ﬁ) op) “”’ER}

eine topologische Partition des R*, und umgekehrt 148t sich jede topologi-
sche Partition des R* in 2-dimensionale Teilriume auf diese Weise konstruie-
ren. Die Ebene P(B,) ist genau dann desarguessch, wenn  linear ist.

Zwei nicht desarguessche 4-dimensionale Translationsebenen P(%B,) und
P(B,) sind genau dann isomorph, wenn die erzeugenden Partitionen B,
und B, linear isomorph sind [3, Kor. zu Satz 2]. Die volle Kollineations-
gruppe I’ einer nicht desarguesschen 4-dimensionalen Translationsebene
P('B) 1aBt die Translationsachse fest und ist das semidirekte Produkt der
linearen Gruppe der Partition B mit der Translationsgruppe R*. Um die
Linearitdt der Standgruppe auf einem eigentlichen Punkt benutzen zu
konnen, setzen wir die Ebene immer als nicht desarguessch voraus. Ferner
filhren wir folgende Bezeichnungen ein: Der eigentliche Punkt sei der
Punkt O R*, B sei das Biischel der Geraden durch 0, und 4=(I,)" sei die
Zusammenhangskomponente der Standgruppe von I' auf dem Punkt 0.
Lemma 6 aus [3] besagt folgendes: Sei G eine mindestens 2-dimensionale
Kollineationsgruppe einer 4-dimensionalen Translationsebene, und G halte
drei Geraden durch einen eigentlichen Punkt fest. Dann ist die Ebene
desarguessch. In 4-dimensionalen topologischen projektiven Ebenen gilt
folgendes ‘Viereckslemma’ [12, 4.1]: LaBt eine Kollineation y aus der
Zusammenhangskomponente I'* die Ecken eines Vierecks fest, so ist y=1.
Fiir weitere Begriffe und Hilfsmittel, die ohne Zitat benutzt werden, sei auf
die Arbeiten [3; 11;12; 13] und die dort angegebene Literatur verwiesen.

SATZ 1. Sei P eine nicht desarguessche 4-dimensionale Translationsebene
mit 8-dimensionaler Kollineationsgruppe I', und A=(T,)* halte eine Gerade
SeB fest. Dann hat A eine Untergruppe G= R> der folgenden Art: G enthdlt
die positiven Streckungen des R*, der Kern Gisy ist eindimensional, und G
wirkt transitiv auf B —{S}.

Beweis. (a) Nach [3, Lemma 6] folgt, daB 4 auf € =3 — {S} nur 2-dimen-
sionale Bahnen hat, also transitiv wirkt. Die Gruppe H= 45, welche §
elementweise festldBt, ist Normalteiler von 4, und die H-Bahnen auf ¢
sind Imprimitivititsgebiete fiir die Wirkung von 4 auf €. Da 4 transitiv auf
€ wirkt, sind insbesondere die H-Bahnen auf € untereinander homtomorph.
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(b) Die Gruppe H= 45, ist eindimensional.

Angenommen, es wiare dim H > 2, dann hat H entweder eine 2-dimensionale
Bahn auf € und ist folglich transitiv auf €, oder die H-Bahnen auf € sind
nach (a) und dem Viereckslemma alle eindimensional. Fiir jedes Le( ist
dann die Gruppe H eindimensional, und nach [12, 4.6] folgt wiederum
die Transitivitit von H auf €. Nach [9, 3.5.40] ist der Ternirkorper der
Ebene distributiv, und wegen [7; 11, 7.25] wire die Ebene desarguessch,
im Widerspruch zur Voraussetzung.

Wire dim H=0, dann sei S4 die Untergruppe von 4, die aus den Matrizen
der Determinante 1 besteht und M= (S4)! die Zusammenhangskomponente
des Einselementes. Fiir die 3-dimensionale zusammenhingende Gruppe
M gilt M/M[s]% SL,(R) auf S. Die Gruppe M ist lokal isomorph zur
Gruppe SL,(R) und wirkt nach [6, 35.4] vollstindig reduzibel auf dem R*.
Es folgt, daB M noch einen zu S komplementiren Teilraum W festhélt, der
aber nicht notwendig zum Biischel B geh6rt. Die durch die eindimen-
sionalen Teilriume von W bestimmten Geraden bilden eine Geradenbahn
einer Dimension <1 in € im Widerspruch zur Transitivitit von 4 auf E.

(c) Die Gruppe 4 hilt genau einen eindimensionalen Teilraum 7' von
S fest, und es gilt A=A x 4;r;, wobei mit 4 die Gruppe der positiven
Streckungen des R* bezeichnet ist.

Beweis. Die effektive Wirkung von 4 auf S ist nach (b) 3-dimensional,
und wegen Ac4 ist die effektive Wirkung von 4 auf der Kreislinie der
eindimensionalen Teilrdume von S 2-dimensional. A hilt daher genau einen
eindimensionalen Teilraum T von S fest. Die zusammenhdngende Gruppe
A kann den Teilraum 7T nicht um O klappen, daher enthdlt A keine
negativen Streckungen des R*. Die Gruppen 4 und 4y, sind Normalteiler
von 4 mit An4 =1 und A4 ;= 4, daher die Produktzerlegung.

(d) Es gibt eine zu R? isomorphe Untergruppe B von A4y, welche H=
= A5y enhilt.

Beweis. A;r ist eine 3-dimensionale Lie-Gruppe mit dem eindimensio-
nalen Normalteiler H. Die Gruppe H werde von dem Element / der Lie
Algebra von 4 erzeugt. Wir suchen ein Element k dieser Lie Algebra mit
[A, k]=0. Seien e und f zwei Elemente der Lie Algebra, die mit 4 den
3-dimensionalen Vektorraum aufspannen. Da H Normalteiler von Ay
ist, gilt [A, e]=ah, [h,f]=PBh, wobei wir durch Normierung annehmen
kénnen, daB a=pB=1 gilt. Wir setzen k=e—f und erhalten [4, k]=0. Die
vom Teilraum {4, k) erzeugte Untergruppe nehmen wir als Gruppe B.

(e) Die Gruppe G= A x Berfiillt die im Satz genannten Bedingungen.

Die Gruppe G enthilt die Gruppe A x1 der positiven Streckungen.
Wegen A5l xBaG ist AiycGs;. Umgekehrt folgt aus G4, daB
Gis) < dis;. Es ist also Apg;= Gis;, und wegen (b) ist G5, eindimensional. Die
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Gruppe G hat auf € keine eindimensionale Bahn, sonst hielte wegen der
Kommutativitit von G die Standgruppe von G auf einem Element dieser
Bahn jedes Element der Bahn fest, und nach [3, Lemma 6] wire die Ebene
desarguessch. Angenommen, die Gruppe G hitte auf € eine nulldimensionale
Bahn, das heifit wegen des Zusammenhangs von G, G hielte eine Gerade
WeE fest. Dann bliebe wegen (a) auch die eindimensionale H-Bahn von
W unter G global fest. Fiir eine Gerade Ve WH, VW, wire Gy eine 2-
dimensionale Gruppe, welche die drei Geraden ¥V, W, SeB festhilt im
Widerspruch zu [3, Lemma 6]. Somit hat G auf & nur 2-dimensionale
Bahnen, das heiBt, G ist transitiv auf E.

SATZ 2. Sei P=(P,R)eine nicht desarguessche 4-dimensionale Translations-
ebene, fiir die A=(T',)" eine Untergruppe G=R® folgender Art enthilt: In
G liegen die positiven Streckungen des R*, G hilt eine Gerade S des Biischels
B der Geraden durch O fest und wirkt transitiv auf B —{S}, und schlieflich
sei der Kern Gigy eindimensional. Unter diesen Voraussetzungen wird die
Ebene von folgender Partition des R* erzeugt:

By, = :
t—s57/2 s
={(-83/3—9s2/2+fs t+s2/2+gs)’ S"ER}U{S}

wobei f, g reelle Parameter mit g*+4f<0 sind. Umgekehrt existiert zu je
zwei solchen Parameterwerten fund g eine Ebene P, .

(a) Die Kollineationsgruppe I ist T-dimensional genau wenn (f, g)+# (0, 0)
gilt. In diesem Fall sind zwei Ebenen P, , und P,. . genau dann isomorph,
wenn eine reelle Zahl d+#0 existiert mit f’ =d*f und g' =dyg. Es gilt G=4, und
G wird von folgenden drei Einparametergruppen erzeugt:

r
A= r>0
r
r
1
G5y = p { teR ; und
1
1
K] 1
K = S2/2 s 1 seR
16+ gs* 2+ fs s*24gs s 1
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Fiirg#0gilt I'y/AxZ,, fiir g=0ist [JAxZ, x Z,.
(b) Die Kollineationsgruppe I ist 8-dimensional genau fiir (f, g)=(0, 0).
In diesem Fall reduziert sich die Partition auf

2

B = {(t_ Ssa//32 t+ssz/2> ., teR}u {s}.
Die Gruppe A wird von den Gruppen A, G5y, K und der einparametrigen
Gruppe

1
d g ; d>o
d3

erzeugt,undes gilt I'y/A=2Z,x Z,.

Beweis. Wir geben uns im R* ein (x, y, u, v)-Koordinatensystem so vor,
daB die ausgezeichnete Gerade S durch x=y=0 gegeben wird und der
Teilraum W={(x, y, 4, v); u=v=0} eine Gerade des Biischels B ist. Da
G isomorph zur Gruppe R? ist, hilt G einen eindimensionalen Teilraum
T von S fest und ebenso einen eindimensionalen Teilraum von R*/S. Wir
konnen daher das Koordinatensystem so legen, daBl die Matrizen aus G
oberhalb der Hauptdiagonale nur Nullen haben. Der Normalteiler Gig,
ist axial zur Achse S, hat also ein generelles Zentrum z. Nach dem Vier-
eckslemma liegt z auf der uneigentlichen Geraden. Angenommen z¢.S, dann
hielte wegen Gi5;<G die Gruppe G den Punkt z fest, ein Widerspruch.
Damit hilt Gigy jede Parallele von S fest und wird von einem Vektorfeld X
der Form

0 i, b7} G,
X—oclxa +131y‘—+f1 +91J’5‘
erzeugt:
1
1 .
G[S]= ult ﬁlt 1 . tER .
fit g1t 1

Die Gruppe G 148t sich schreiben als G=4 x B, wobei 4 die Gruppe der
positiven Streckungen des R* ist und die Gruppe B R? trivial auf dem
ausgezeichneten Teilraum T von S operiert. Es gilt Gig;< B, und ein Kom-
plement K von Gig,in B wird erzeugt von einem Vektorfeld ¥ der Form

7}
+ﬁzy—+

i) 0 0 0
+f2x~+g2ya +m2ua +r2u-a—v

. 0 0
+ dzy + X —

d
Y=a2xa +c2xa Ew
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Fiir den Kommutator [X, Y] von X und Y gilt [X, ¥]=0, und dies liefert
folgendes Gleichungssystem:
aym, — axy — ¢4, =0
ayr, — dyfy —c29y =0
Bi(my—dy)=0
Biry —dygy =0.
In der Gis-Bahn von W miissen je zwei Geraden (genauer: die ihnen
entsprechenden 2-dimensionalen Teilriume) komplementdr liegen, sonst

ergibe sich keine Partition. Ein Element aus G5, angewandt auf W, ergibt
den Teilraum

(alt ﬂlt)
At git)
Die Komplementaritit liefert
a (t—1) ﬂl(t_t’)) "2
Det( ! ) )= (g, — t—t)#0
(e=r o)~ @0 =s =1
fiir t#¢', und daraus folgt oy g, — , f; #0.

Fall B, #0

Dann kénnen wir wegen g, — B, f; #0
durch Konjugation erreichen, da

fi 91 10
ist. Obiges Gleichungssystem reduziert sich dann auf ¢,=0, 4,=0,
my—d, =0,r, =0. Wegen 8, #0 konnen wir durch Addition eines geeig-

neten Vielfachen von X zu Y erreichen, daB f,=0 wird. Wenn wir noch den
Index 2 bei den Koeffizienten weglassen, erhalten wir das Vektorfeld

0 0 0 0 0
=dy — — — —+du —.
Y dyay+ocxau+fxav+gyav+ uau

Sei zunéchst d# 0, dann liefert Integration von Y die Gruppe

1 )
0 eds
& ds ds
K = a (e - 1) 0 e ; SER .
g ds
- -1) 0 1
5o qE@-D 01
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Anwendung von B=Gis, x K auf die Gerade W liefert das System 2-dimen-
sionaler Teilrdume

g(e‘“— 1) t
;S8 teR;.
fs+t f—l (1—-e™%)

In der ersten Zeile werden nicht alle Paare reeller Zahlen angenommen,
und daher liefert dieses System keine Partition des R*. Jetzt sei d=0, dann
liefert Anwendung von B=G5x K auf W das System 2-dimensionaler

Teilrdume
os t
{(fs+t gs)’ s,teR}.

Fiir geeignete a, f, g ist dies (zusammen mit .S) eine Partition, aber der
zugehorige transversale HomGomorphismus t ist linear und die Ebene
desarguessch. Fiir §, # 0 erhalten wir also keine nicht desarguesschen Ebenen.

Fall B, =0.

Durch Konjugation konnen wir annehmen, daB

(i )G 0)
fi 91 0 1
ist, und obiges Gleichungssystem [X, Y] =0 liefert m,=a,, r,=c,;, d,=0.
Wegen «; #0 kénnen wir durch Addition eines geeigneten Vielfachen von
X zu Y annehmen, daB «,=0 ist. Wenn wir den Index 2 wieder weglassen,
erhalten wir das Vektorfeld
v 6+ 6+ﬁ6+f6+ 6+ 6+ d
=ax — — — — au — —
ax p cx 5 y gy P cu P
Nehmen wir zunichst a#0 an, dann liefert Integration des Vektorfeldes Y
die Gruppe

eas

1
k=il Py & )
a
1

seR:,

wobei wir die mit °..." angedeuteten Elemente der Matrix im folgenden
nicht explizit benttigen. Anwendung von K auf den zweidimensionalen
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Teilraum W ergibt
B as as
(-5 )o )6 ) -
=( g(e"‘—l)).

Hierauf wenden wir die Gruppe

1

1
Gm=11 , 1 ’

t 1
an und erhalten das System 2-dimensionaler Teilrdume

ﬂ as
T o 4 a(e 1) : S,tER ]
ot t

Rechts oben werden nicht alle reellen Zahlen angenommen, und daher
liefert dieses System keine Partition des R*.
Es folgt a=0, und Integration des Vektorfeldes ergibt die Gruppe

teR

1
cs i
K= Bes?2 Bs 1 s seRy.

c?BsI6 + ges?2 + fs es*2+gs s 1
Wire ¢=0, dann wiirde sich durch Anwendung von G5, x K auf W hochstens
eine desarguessche Partition ergeben. Es ist also ¢#0, und durch Ubergang
vom Vektorfeld ¥ zum Vektorfeld Y/c k6nnen wir ¢=1 annehmen. Fiir
B=0 erhilt man keine Partition, also ist f#0. Durch Konjugation mit der

Matrix
1

B
B
geht die Gruppe Gig; in sich iiber und der Parameter f wird 1. Damit
erhalten wir die Gruppe

1
Ky 1
K= $2[2 s 1 »  SeR

6+ gs* 2+ fs sY24gs s 1
mit den beiden reellen Parametern fund g.
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Um aus der Gruppe die Partition zu konstruieren, miissen wir wegen der
Transitivitit von G5y x K auf B — {S} die Gruppe Gig; x K auf

(]

wirken lassen. Anwendung von K auf W gibt

: [(s3/3 +js/22/2 + fs s2/26:|- gs) + (i 1) (8 g)] (1— s 1> =

_ - 5?2 s
- (— 33 -gs¥2+ fs 2+ gs) ’

und hierauf G5, angewandt, liefert das Biischel

— s 2+t s
Bf»y—{S}U{(_s3/3__gs,2/2+fs s2/2+gs+t>,s, teR;.

Sei t=((—5%2+1,5)>(—53/3—gs*2+fs, s*[2+gs+1)): R”*>R? die
durch B, , gegebene Abbildung der («, f)-Ebene, dann betrachten wir
zunichst die Beschrinkung von 7 auf die Geraden durch 0. Die a-Achse
wird durch s=0 beschrieben und geht iiber in die f-Achse. Die Gerade
a=kB, keR, durch OeR? wird gegeben durch r=*ks+s5%/2. Sei (s,?) ein
Punkt auf ihr, dann schneidet die Parallele durch den Bildpunkt (s, ¢)* die
a-Achse im Wert

x=fs—gs}2—s3—k(gs+s}2+1)=
=—53—(k+9)sY2+ (f —kg —K*)s.

Dies ist eine kubische Funktion in s, und x 14uft von + o bis —co wenn s
von — o0 bis + oo variiert. Es gilt

dx/ds = — s® — (2k + g) s + (f — kg — k?).

und x ist monoton in s genau, wenn die Diskriminante der quadratischen
Gleichung in s kleiner oder gleich Nullist:

D=g*+4f<0.

Da die p-Achse topologisch abgebildet wird, folgt unter Anwendung von
Gis)» daB 7 ein transversaler Homéomorphismus der (, f)-Ebene ist. Damit
ist gezeigt, daB B, , genau dann eine 4-dimensionale Translationsebene
definiert, wenn g2 +4/<0 ist. Da die Abbildung 7 nicht linear ist, sind die
so definierten Ebenen P, , nicht desarguessch.

Die volle Standgruppe Iy einer Ebene P, , hilt die Gerade S fest, sonst
wire I', transitiv auf der Translationsachse und die Ebene nach {3, Satz 3]
desarguessch. Angenommen, die Gruppe 4 = (I'y)" hielte den ausgezeichneten
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Teilraum T von S nicht fest, dann wire 4 transitiv auf dem Raum der
eindimensionalen Teilriume von S. Andererseits wire die effektive Wirkung
von A auf diesem Raum 2-dimensional, ein Widerspruch. Es gilt also
T4=T. Fiir yel', folgt dann wegen A<al'y, daB 4=y"'4y den Teilraum
T? festhdlt. Da 4 genau den eindimensionalen Teilraum 7T von S fixiert,
folgt T?=T, und I';, hilt T fest. Entsprechend hélt I'; den ausgezeichneten
eindimensionalen Teilraum von R?*/S fest. Die Gruppe 4 ist hochstens
4-dimensional, sonst wire die Ebene nach [3, Satz 4] desarguessch. Wenn
4 4-dimensional ist, dann folgt nach Satz 1 (b), daB A, eindimensional ist
und mit Gy, iibereinstimmt. Fir dimA=3 gilt G=4, und es ist ebenfalls
4is1=Gisy-

Jetzt sei @:R*—R* eine lineare Abbildung, welche die Partition B, ,
in die Partition B, . iiberfithrt. Dann bildet ¢ den Teilraum S und die
ausgezeichneten Teilrdume von S und R*/S jeweils auf sich ab, hat also
oberhalb der Hauptdiagonale Nullen. Wegen der Transitivitit von 4’ auf
€' konnen wir auBerdem annehmen, daB W?=W ist, und damit hat ¢
die Form

Konjugation mit ¢ liefert einen Isomorphismus von 4 auf A’, bei dem
Gis;=A4is; in G5y =45, iibergeht. Es gilt folglich ¢ !G50 =Gisy, und dies

liefert
m a
)=+ )

Da A transitiv auf den von T verschiedenen eindimensionalen Teilriumen
von S wirkt, kann man ¢=0 annehmen, also auch r=0. SchlieBlich kénnen
wir durch eventuelles Hintenanfiigen einer Streckung voraussetzen, daf
a=1ist. Dielineare Abbildung ¢ hat also die Gestalt

1
¢ = k
kd

Anwendung von ¢ auf die Teilrdume der Partition B, , gibt:

(k kd) ("‘ sslgiz{qzs;/-;+ fs s%2 +sgS + ‘) <1 1/d> -

_ ( (=s*2+ D)k skjd
T \(—= 53 —gs?2+ fs)kd (s}24gs+ 1) k)'
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Wir substituieren o =sk/d, t=tk und erhalten

02d2+

2 k T g

3d4 2 2d2
—%P—%%d3+fad2 ak +god + 1

Da unter ¢ die Gis;-Bahn von W des Biischels B in die Gi5;-Bahn von W
des Biischels B’ iibergeht, folgt aus der ersten Zeile der letzten Matrix, daB
k=d? gilt, und wir bekommen

-0 241 c . . TeR
—6%3 — gde*/2 — fd%c ¢*2+gdo+1)’ ’ ’

das heiBt, f'=1d?, g’ =gd mit d#0. Damit ist gezeigt, daB zwei Partitionen
B,,, und B,. . genau dann isomorphe Ebenen erzeugen, wenn eine reelle
Zahl d+#0 existiert mit /' =fd und g’ =gd.

(a) Sei zunichst (f; g)#(0, 0), dann folgt aus g2+4/<0, daB f<0 gilt,
und durch Wahl von d?>= —1/f konnen wir f=—1 erreichen. Dann wird
der Isomorphietyp der Ebene durch einen Parameter g, 0<g <2, gegeben.
Zur Bestimmung der vollen Kollineationsgruppe I' sei ¢ eine nicht in G
gelegene Diagonalmatrix. Dann ist ¢ entweder eine negative Streckung
oder hat nach obigem die Form

1
d3

Wenn g#0 ist, dann folgt aus g'=g=gd, daB d=1 ist, und wir haben
I'y/A=Z,, wobei die Nebenklasse durch

-1
-1
-1
-1
gegeben wird. Fiir g =0 ist nach Annahme f#0, und die Gleichung f* = f=fd*

liefert d*>=1. Daher ergibt sich I'yJd=Z,x Z,, und die beiden Gruppen
Z, werden von

-1 1

bzw. erzeugt.
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Insbesondere gilt im Fall (f, g)#(0, 0) die Gleichung G=4, und die volle
Kollineationsgruppe ist 7-dimensional.

(b) Nun sei (f, g)=(0,0), dann wird A=(I'y)' erzeugt von G und der
einparametrigen Gruppe

1
d 2 ; d>0;.
d3

Insbesondere ist 4 4-dimensional, die Gruppe I' folglich 8-dimensional.
Es gilt I'y/AxZ, x Z,, wobei die Gruppen Z, wie unter (a) erzeugt werden.

SATZ 3. Sei P=(P, L) eine nicht desarguessche 4-dimensionale Trans-
lationsebene mit 8-dimensionaler Kollineationsgruppe I'. Fiir einen eigentlichen
Punkt 0 R* mdoge 4= (I, )" eine Gerade S des Biischels B der Geraden durch
0 festhalten. Dann wird die Ebene von folgender Partition erzeugt:

B={(_:3/3 szit>; s,teR}u{S}.

Beweis. Nach Satz 1 enthiilt 4 eine Untergruppe G=R®, welche die
Voraussetzungen des Satzes 2 erfiillt. Die Ebene wird also von einer Partition
B, , des Satzes 2 erzeugt, und wegen dimI' =8 folgt f=g=0. Wir erhalten
also die Partition

o2
{(._i3ﬁ +1 s2/25+ 1) 5 s, ‘L'ER} v {S},

und Substitution von ¢= — s?/2 + 7 ergibt obige Form.

Bemerkung. Die Ebene des Satzes 3 existiert auch fiir andere K6rper: Sei
K ein endlicher Korper von Charakteristik #3, welcher keine dritte Ein-
heitswurzel besitzt. Dann ist

t s
BK:{(—s3/3 s2+t); s,teK}u{S}

eine Partition des X*in 2-dimensionale Teilrdume, welche eine Translations-
ebene der Ordnung | X |2 erzeugt.

Zum Nachweis der Existenz geniigt es, wie in Satz 2 zu zeigen, daB die
Abbildung s+ x= —s53/3—ks? —k2s fiir jedes feste keK den Korper K ein-
eindeutig auf sich abbildet. Es gilt x= — ((k+5)>—k®)/3. Da der Korper
keine dritte Einheitswurzel besitzt, ist die Abbildung s+—»s3: K— K injektiv,
und da K endlich ist, auch surjektiv. Daraus folgt, daB fiir festes keK auch die
Abbildung s+ (k +5)* — k*: KK bijektiv ist. Da der Koérper nach
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Voraussetzung nicht die Charakteristik 3 hat, bleibt die Bijektivitit bei
anschlieBender Multiplikation mit —4. Wenn wir noch voraussetzen, daB3
die Charakteristik des Korpers von 2 verschieden ist, kdnnen wir die
Gruppen Gis; und K wie in Satz 2 hinschreiben und erhalten: Die Ebene
besitzt eine Kollineationsgruppe, die einen Punkt der Translationsachse
festhilt und auf dem Rest der Translationsachse transitiv operiert.
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