
DIETER BETTEN 

4 - D I M E N S I O N A L E  T R A N S L A T I O N S E B E N E N  MIT  

8 - D I M E N S I O N A L E R  K O L L I N E A T I O N S G R U P P E  

1. EINLEITUNG 

Nach ersten Beispielen fiir nicht-desarguessche 4-dimensionale Transla- 
tionsebenen [2; 10] wurde in [3] bewiesen, dab jede 4-dimensionale Transla- 
tionsebene mit mindestens 9-dimensionaler Kollineationsgruppe desarguessch 
ist. Falls die Kollineationsgruppe F einer nicht-desarguesschen 4-dimen- 
sionalen Translationsebene 8-dimensional ist, gibt es fiir die Wirkung der 
Standgruppe A yon F auf einem eigentlichen Punkt 0 folgende M/Sglich- 
keiten: 

(a) A wirkt reduzibel auf dem R 4 und h~ilt keine Gerade durch 0 lest. 
In diesem Fall gibt es genau eine einparametrige Schar nicht-desargues- 
scher Ebenen [3, Satz 5]. 

(b) A wirkt reduzibel auf dem R 4 und h~ilt eine Gerade S durch 0 lest. 
In der vorliegenden Arbeit wird bewiesen, dab genau eine Einzelebene 
mit dieser Eigenschaft existiert. Diese Ebene wird von folgender Partition 
des R 4 in 2-dimensionale Teilr~iume erzeugt: 

= -sa/3  s 2 + t  ' s, t e R  u { S } .  

(c) Die Gruppe A wirkt irreduzibel auf dem R 4. Dieser Fall soil an anderer 
Stelle behandelt werden. 

2. HILFSMITTEL 

Sei ~ eine Partition des R 4 in 2-dimensionale Teilr~iume, dann entsteht 
durch Verschieben von ~3 und projektives AbschlieSen eine Translations- 
ebene P(~) .  Wenn diese Translationsebene eine topologische projektive 
Ebene - kurz: 4-dimensionale Translationsebene - ist, nennen wir die 
Partition ~ topologisch. In [3] wurde folgendes Konstruktionsprinzip 
fiir topologische Partitionen des R 4 angegeben: Sei R4={(x ,y ,u ,  v); 
x, y, u, veR}, dann bezeichnen wir den durch die Gleichungen u=ctx+fly, 
v =fx + gy definierten 2-dimensionalen Teilraum mit 
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Ferner sei S der durch x = y = 0  gegebene Teilraum. Sei "I;:R2---rR 2 ein 
'transversaler' HomSomorphismus der reellen Ebene, das ist eine topologi- 
sche Abbildung mit der Eigenschaft: Fiir je zwei gew6hnliche parallele 
Geraden Hv~K gilt I Hc~K" [= 1. Wenn ~ in Koordinaten gegeben ist als 

= ((a, fl)~-~ (f(a, fl), g(a, fl))), dann ist 

{(  ,fl R} ~ , = { S } o  f (~ , f l )  g(a, fl , 

eine topologisehe Partition des R 4, und umgekehrt 1/iBt sieh jede topologi- 
sehe Partition des R 4 in 2-dimensionale Teilfiiume auf dieseWeise konstruie- 
ten. Die Ebene P(~3,) ist genau dann desarguesseh, wenn z linear ist. 

Zwei nieht desarguessehe 4-dimensionale Translationsebenen P(~B1) und 
P(~32) sind genau dann isomorph, wenn die erzeugenden Partitionen ~B1 
und ~32 linear isomorph sind [3, Kor. zu Satz 2]. Die volle Kollineations- 
gruppe F einer nicht desarguesschen 4-dimensionalen Translationsebene 
P(~B) 1/iBt die Translationsaehse lest und ist das semidirekte Produkt der 
linearen Gruppe der Partition fib mit der Translationsgruppe R 4. Um die 
Linearit~it der Standgruppe auf einem eigentliehen Punkt benutzen zu 
kSnnen, setzen wir die Ebene immer als nicht desarguesseh voraus. Ferner 
fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: Der eigentliehe Punkt sei der 
Punkt 0eR 4, ~ sei das Biisehel der Geraden durch 0, und A = (F0) 1 sei die 
Zusammenhangskomponente der Standgruppe yon F auf dem Punkt 0. 
Lemma 6 aus [3] besagt folgendes: Sei G eine mindestens 2-dimensionale 
Kollineationsgruppe einer 4-dimensionalen Translationsebene, und G halte 
drei Geraden dureh einen eigentliehen Punkt fest. Dann ist die Ebene 
desarguessch. In 4-dimensionalen topologischen projektiven Ebenen gilt 
folgendes 'Viereckslemma' [12, 4.1]: L~tBt eine Kollineation ? aus der 
Zusammenhangskomponente F 1 die Eeken eines Vierecks lest, so ist ? = 1. 
Fiir weitere Begriffe und Hilfsmittel, die ohne Zitat benutzt werden, sei auf 
die Arbeiten [3; 11; 12; 13] und die dort angegebene Literatur verwiesen. 

SATZ 1. Sei P eine nicht desarguessche 4-dimensionale Translationsebene 
mit 8-dimensionaler Kollineationsgruppe F, und A = (Fo) 1 halte eine Gerade 
Se ~ fest. Dann hat A eine Untergruppe G~-- R 3 der folgenden Art: G enthalt 
die positiven Streckungen des R 4, der Kern Gts 3 ist eindimensional, und G 
wirkt transitiv auf YB - {S}. 

Beweis. (a) Nach [3, Lemma 6] folgt, dab A auf ~--- ~B - {S} nur 2-dimen- 
sionale Bahnen hat, also transitiv wirkt. Die Gruppe H=Ats], welche S 
elementweise festl[iBt, ist Normalteiler yon A, und die H-Bahnen auf 
sind Impdmitivit~tsgebiete fiir die Wirkung yon A auf 6. Da A transitiv auf 

wirkt, sind insbesondere die H-Bahnen auf ~ untereinander hom6omorph. 
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(b) Die Gruppe H =  Ats] ist eindimensional. 
Angenommen, es w/ire dim H~> 2, dann hat H entweder eine 2-dimensionale 

Bahn auf ~ und ist folglich transitiv auf ~, oder die H-Bahnen auf ~ sind 
nach (a) und dem Viereckslemma alle eindimensional. FiJr jedes L ~  ist 
dann die Gruppe H L eindimensional, und nach [-12, 4.6] folgt wiederum 
die Transitivit/it yon H a u f  ~. Nach [9, 3.5.40] ist der Tern/irk/Srper der 
Ebene distributiv, und wegen [7; 11, 7.25] w/ire die Ebene desarguessch, 
im Widerspruch zur Voraussetzung. 

W/ire d imH=0,  dann sei SA die Untergruppe von A, die aus den Matrizen 
der Determinante 1 besteht und M =  (SA) 1 die Zusammenhangskomponente 
des Einselementes. Fiir die 3-dimensionale zusammenh/ingende Gruppe 
M gilt M/Mtsj~  SL2(R) auf S. Die Gruppe M i s t  lokal isomorph zur 
Gruppe SL2(R) und wirkt nach [6, 35.4] vollst/indig reduzibel auf dem R 4. 
Es folgt, dab M noch einen zu S komplement/iren Teilraum W festh/ilt, der 
aber nicht notwendig zum BiJschel ~ geh6rt. Die durch die eindimen- 
sionalen Teilr/iume von W bestimmten Geraden bilden eine Geradenbahn 
einer Dimension ~< 1 in ~ im Widerspruch zur Transitivit/it von A auf E. 

(c) Die Gruppe A h/ilt genau einen eindimensionalen Teilraum T von 
S fest, und es gilt A =A x Atr ~, wobei mit A die Gruppe der positiven 
Streckungen des R 4 bezeichnet ist. 

Beweis. Die effektive Wirkung von A auf S ist nach (b) 3-dimensional, 
und wegen A cA ist die effektive Wirkung yon A auf der Kreislinie der 
eindimensionalen Teilr/iume yon S 2-dimensional. A h/ilt daher genau einen 
eindimensionalen Teilraum T von S fest. Die zusammenh/ingende Gruppe 
A kann den Teilraum T nicht um 0 klappen, daher enth/ilt A keine 
negativen Streckungen des R'L Die Gruppen A und Atr I sind Normalteiler 
yon A mit AnAtr  I = 1 und AAtr I = A, daher die Produktzerlegung. 

(d) Es gibt eine zu R 2 isomorphe Untergruppe B von Atr 1, welche H =  
= Ats ~ enh/ilt. 

Beweis. A m ist eine 3-dimensionale Lie-Gruppe mit dem eindimensio- 
nalen Normalteiler H. Die Gruppe H werde von dem Element h der Lie 
Algebra yon Atr a erzeugt. Wit suchen ein Element k dieser Lie Algebra mit 
rh, k] =0. Seien e und f zwei Elemente der Lie Algebra, die mit h den 
3-dimensionalen Vektorraum aufspannen. Da H Normalteiler von Atr J 
ist, gilt [h,e]=~h, [h,f]=flh, wobei wir durch Normierung annehmen 
k6nnen, dab ~ = fl = 1 gilt. Wir setzen k = e - f  und erhalten l,h, k] = 0. Die 
vom Teilraum (h, k)  erzeugte Untergruppe nehmen wir als Gruppe B. 

(e) Die Gruppe G = A x B erfiillt die im Satz genannten Bedingungen. 
Die Gruppe G enth/ilt die Gruppe .4 x 1 der positiven Streckungen. 

Wegen A t s . ~ c l x B ~ G  ist AtsacGtsl. Umgekehrt folgt aus GcA,  dab 
Gts I ~ Ats 1. Es ist also Ats ~ = Gts ~, und wegen (b) ist Gts ~ eindimensional. Die 
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Gruppe G hat auf ~ keine eindimensionale Balm, sonst hielte wegen der 
Kommutativitiit yon G die Standgruppe von G auf einem Element dieser 
Balm jedes Element der Balm fest, und nach [3, Lemma 6] ware die Ebene 
desarguessch. Angenommen, die Gruppe G hiitte auf ~ eine nulldimensionale 
Bahn, das heil3t wegen des Zusammenhangs yon G, G hielte eine Gerade 
W ~  fest. Dann bliebe wegen (a) auch die eindimensionale H-Bahn von 
W unter G global fest. Fiir eine Gerade Ve W n, V# W, ware Gv eine 2- 
dimensionale Gruppe, welche die drei Geraden V, IV, S ~ 3  festhalt im 
Widerspruch zu [3, Lemma 6]. Somit hat G auf ~ nur 2-dimensionale 
Balmen, das heil3t, Gist transitiv auf ~. 

SATZ 2. Sei P = ( P, ~ ) eine nicht desarguessche 4-dimensionale Translations- 
ebene, fiir die A=(Fo) 1 eine Untergruppe G~=R 3 folgender Art enthtilt: In 
G liegen die positiven Streckungen des R 4, G halt eine Gerade S des Biischels 
~3 der Geraden dutch 0 fes t  und wirkt transitiv auf  f 3 -  {S}, und schliefllich 
sei der Kern Gts I eindimensional. Unter diesen Voraussetzungen wird die 
Ebene von folgender Partition des R 4 erzeugt: 

" ~ f ,  g {( = - s3/3 - gs2/2 + fs  
s ) 

t + s2/2 + gs ' 

wobei f ,  g reelle Parameter mit g2+4f~<O sind. Umgekehrt existiert zu je  
zwei solchen Parameterwerten f u n d  g eine Ebene P f , g. 

(a) Die Kollineationsgruppe F i s t  7-dimensional genau wenn (f,  g)#(O, O) 
gilt. In diesem Fall sind zwei Ebenen P f, g und P f, g, genau dann isomorph, 
wenn eine reelle Zahl d#O existiert mit f ' = d 2 f  und g' =dg. Es gilt G= A, und 
G wird vonfolgenden drei Einparametergruppen erzeugt: 

A =  r ; r >  
r 

r 

Gts J = ; t e R 

t 1 

l( 1 s 1 
K ---- s219 s t ~  

s~/6 + gs2]2 + f s  s212 + gs 

und 

1/sR I 
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Fiir g ~O gilt Fo/A ~- Z2,fiir g =0  ist ro/a z2 x z~. 
(b) Die Kollineationsgruppe F ist 8-dimensional genau flit (f, #)=(0,  0). 

In diesem Fall reduziert sich die Partition auf 

_fft-s2/2__ t+s2/2s ) .  } ~ - ) k _ s a / 3  , s, t eR  w{S} .  

Die Gruppe A wird yon den Gruppen .4, Gtsl, K und der einparametrigen 
Gruppe 

d2 ; d > o  

d 3 

eraeugt, und es gilt Fo/A -~ Z2 x Z2. 
Beweis. Wir geben uns im R 4 ein (x, y, u, v)-Koordinatensystem so vor, 

dab die ausgezeichnete Gerade S durch x=y=O gegeben wird und der 
Teilraum W={(x ,y ,  u, v); u = v = 0 }  eine Gerade des Btischels ~3 ist. Da 
G isomorph zur Gruppe R a ist, h~ilt G einen eindimensionalen Teilraum 
T yon S lest und ebenso einen eindimensionalen Teilraum yon R4/S. Wir 
k6nnen daher das Koordinatensystem so legen, dab die Matrizen aus G 
oberhalb der Hauptdiagonale nur Nullen haben. Der Normalteiler Gts 1 
ist axial zur Achse S, hat also ein generelles Zentrum z. Nach dem ¥ier- 
eckslemma liegt z auf der uneigentlichen Geraden. Angenommen z~ S, dann 
hielte wegen Gtsl-~ G die Gruppe G den Punkt z lest, ein Widerspruch. 
Damit h~ilt Gts I jede Parallele yon S fest und wird yon einem Vektorfeld JC 
der Form 

0 0 0 0 
X = oqx ~u + fl'y ~u + f i x  N + #'Y O---v 

erzeugt: 11 ) 1 • t eR  
Gtsl = ~lt tilt 1 ' 

\ f i t  glt 1 

Die Gruppe G 1/il3t sich schreiben als G--A x B, wobei A die Gruppe der 
positiven Streckungen des R 4 ist und die Gruppe B ~ R  2 trivial auf dem 
ausgezeichneten Teilraum T von S operiert. Es gilt Gts J c B, und ein Kom- 
plement K von Gts I in B wird erzeugt yon einem Vektorfeld Y der Form 

0 O ~ 0 0 
Y = a2x ~x + c2x ~y + d2y -~y + ~2x -~u + fl2Y ~u + 

a O O 0 
+ f2x ~v + g2Y ~-v + m2u ~u + r2u "re" 
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Ffir den Kommutator  IX, 11] yon X und Y gilt [X, Y] = 0, und dies liefert 
folgendes Gleichungssystem: 

etm2 - a2¢q - c2/~1 = 0 

~1r2 - a2ft - C2gl = 0 

Pi (m2 - d2) = 0 

]~tr2 -- d2ax = 0. 

In der GtsTBahn von W miissen je zwei Geraden (genauer: die ihnen 
entsprechenden 2-dimensionalen Teilriiume) komplementiir liegen, sonst 
ergiibe sich keine Partition. Ein Element aus Gts~, angewandt auf W, ergibt 
den Teilraum 

A t  g~ " 

Die Komplementarit~t liefert 

(~1 (t -- t ') Pl (t -- t')~ = (~lgt --/~1/1) (t -- t') 2 S 0 
Det f l  ( t -  t') Ot (t t')] 

fiir t S  t', und daraus folgt glOa -/~lf~ S0.  

Fall #1 S 0  

Dann k/Snnen wir wegen ~191 - fllf~ S 0 
durch Konjugation erreichen, dag 

ist. Obiges Gleichungssystem reduziert sich dann auf c2=0,  a2=0,  
m 2 -  d2 = 0, r2 = 0. Wegen/~1 # 0 k6nnen wir durch Addition eines geeig- 
neten Vielfaehen yon X zu Y erreichen, dab P2 = 0  wird. Wenn wir noch den 
Index 2 bei den Koeffizienten weglassen, erhalten wir das Vektorfeld 

0 0 0 0 0 
Y = dy ~y + ex Ou + f x  ~v + OY -~v + du O-u" 

Sei zun~ichst d S  0, dann liefert Integration yon Ydie Gruppe 

r 1 
0 

(e d~ - 1) K =  

fs  

e ds 

0 e as • 

O (eaS _ 1) 0 1 
J 

s e R  
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Anwendung von B = Gts j x K auf die Gerade W liefert das System 2-dimen- 
sionaler Teilr/iume 

JF edsl I tR / 
~ f s + t  d ( 1 - e - n ~ )  

In der ersten Zeile werden nicht alle Paare reeller Zahlen angenommen, 
und daher liefert dieses System keine Partition des R 4. Jetzt sei d=0, dann 
liefert Anwendung von B= Gts I x K auf W das System 2-dimensionaler 
Teilr/iume 

+ t 9s ' s, t e R  . 

Fiir geeignete ~, f ,  # ist dies (zusammen mit S) eine Partition, aber der 
zugeh6rige transversale Hom6omorphismus x ist linear und die Ebene 
desarguesseh. Ffir fl~ # 0 erhalten wir also keine nicht desarguesschen Ebenen. 

Fall 81 =0. 

Durch Konjugation k~Snnen wir annehmen, dab 

ist, und obiges Gleichungssystem IX, YJ=0 liefert m2=a2,  r2=c2, d2=0. 
Wegen ~ #0  k6nnen wir durch Addition eines geeigneten Vielfachen von 
X zu Y annehmen, dab ~2 = 0 ist. Wenn wir den Index 2 wieder weglassen, 
erhalten wir das Vektorfeld 

0 0 O 0 0 0 0 
Y = ax ffxx + cx -~y + - ouaY=- + -ovfx--- + 9 y ~ v  + au Ou + cu 

Nehmen wir zun/ichst a # 0  an, dann liefert Integration des Vektorfeldes Y 
die Gruppe 

K = (e a s -  1) e °s ; s ~ R  , 

, , .  . . °  l j  

wobei wir die mit '...' angedeuteten Elemente der Matrix im folgenden 
nicht explizit ben6tigen. Anwendung von K auf den zweidimensionalen 
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Teilraum Wergibt 

[(::: ")+/:: ,//°o °o/I/:: ,/ 

Hierauf wenden wir die Gruppe 

an und erhalten das System 2-dimensionaler Teilriiume 

Rechts oben werden nicht alle reellen Zahlen angenommen, und daher 
liefert dieses System keine Partition des R 4. 

Es folgt a = 0, und Integration des Vektorfeldes ergibt die Gruppe 

cs 1 
K =  13cs2/2 [~s 1 ; s ~ R .  

c2fls3/6 + Ocs2/2 + f s  cs2/2 + Os cs 1 

Wiire c = 0, dann wiirde sich durch Anwendung yon Gcs a x K auf W h6chstens 
eine desarguessche Partition ergeben. Es ist also c # 0, und durch 0bergang 
vom Vektorfeld Y zum Vektorfeld Y/c k6nnen wit c= 1 annehmen. Fiir 
/~=0 erhi~lt man keine Partition, also ist fl#0. Durch Konjugation mit der 
Matrix 

1 

geht die Gruppe Gts ~ in sich fiber und der Parameter fl wird 1. Damit 
erhalten wir die Gruppe 

( 1 
s 1 

K = s2/2 s 
s3/6 + 0s2/2 + f s  S2/2 + OS 

mit den beiden reellen Parameternfund O. 
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Um aus der Gruppe die Partition zu konstruieren, miissen wir wegen der 
Transitivitat von Gts a x K auf ~3 - {S} die Gruppe Gts 1 x K auf 

• =(: :) 
wirken lassen. Anwendung von K a u f  Wgibt 

s2[2 

[(sa/3 + gs2/2 + f s  
,=;+,,)+(: ,)(a a)] (1, ,)= 

_( , )  
- - s 3 [ 3  g s 2 / 2 + f s  s 2 / 2 + a s  ' 

und hierauf GEs ] angewandt, liefert das Bfischel 

{ ( - s 2 / 2 + t  
By, o = {S} u - sa/3 - gs2/2 + f s  

Sei * = ( ( - s2 /2  + t, s) ~-+ ( - s 3 / 3  - gs212 +fs,  

s ) ; s ,  t e R }  
S2/2 + g$ + t 

S2/2+gS+t)): R2-+R 2 die 

durch ~s,g gegebene Abbildung der (~, fl)-Ebene, dann betrachten wir 
zunachst die Beschrankung von z auf die Geraden durch 0. Die ~-Achse 
wird durch s = 0  beschrieben und geht fiber in die fl-Achse. Die Gerade 
~t=kfl, kER ,  dutch 0~R 2 wird gegeben durch t=ks+s2 /2 .  Sei (s, t) ein 
Punkt auf ihr, dann schneidet die Parallele durch den Bildpunkt (s, t) '  die 
~-Achse im Wert 

x = f s  - gs=12 - sal3 - k (gs + s=12 + t) = 
= - sa/3 - (2k + g) s2/2 + ( f  - kg - k 2) s. 

Dies ist eine kubische Funktion in s, und x l~iuft v o n +  oo bis - oo wenn s 
yon - oo bis + oo variiert. Es gilt 

dx/ds = - s 2 - (2k + g) s + ( f  - kg - k2). 

und x ist monoton in s genau, wenn die Diskriminante der quadratischen 
Gleichung in s kleiner oder gleich Null ist: 

D = g 2 + 4 f ~ < 0 .  

Da die fl-Achse topologisch abgebildet wird, folgt unter Anwendung von 
Gts j, dab z ein transversaler Hom6omorphismus der (~, fl)-Ebene ist. Damit 
ist gezeigt, dab ~3s, g genau dann eiue 4-dimensionale Translationsebene 
definiert, wenn #2 +4f~<0 ist. Da die Abbildung z nicht linear ist, sind die 
so definierten Ebenen I s .  g nicht desarguessch. 

Die volle Standgruppe F o einer Ebene I s ,  o h/ilt die Gerade S test, sonst 
w~ire F o transitiv auf der Translationsachse und die Ebene nach [3, Satz 3] 
desarguessch. Angenommen, die Gruppe A = (Fo) 1 hielte den ausgezeichneten 
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Teilraum T yon S nicht fest, dann w/ire A transitiv auf dem Raum der 
eindimensionalen Teilr/iume yon S. Andererseits w/ire die effektive Wirkung 
yon A auf diesem Raum 2-dimensional, ein Widerspruch. Es gilt also 
Ta=T. Ftir ?~Fo folgt dann wegen A<Fo, dab A=?-IA? den Teilraum 
T r festh/ilt. Da A genau den eindimensionalen Teilraum T von S fixiert, 
folgt T r = T, und F o h/ilt T fest. Entsprechend h~ilt F0 den ausgezeichneten 
eindimensionalen Teilraum yon R4/S fest. Die Gruppe A ist h6chstens 
4-dimensional, sonst w/ire die Ebene nach [3, Satz 4] desarguessch. Wenn 
A 4-dimensional ist, dann folgt nach Satz 1 (b), dab Ats J eindimensional ist 
und mit Gts I iibereinstimmt. Fiir dimA=3 gilt G=A, und es ist ebenfalls 

A [s] = Gist. 
Jetzt sei ¢p:R'~R 4 eine lineare Abbildung, welche die Partition !Bs,g 

in die Partition !Bz, ' g, iiberftihrt. Dann bildet q~ den Teilraum S und die 
ausgezeichneten Teilr/iume yon S und R4/S jeweils auf sich ab, hat also 
oberhalb der Hauptdiagonale NuUen. Wegen der Transitivit/it yon A' auf 
~'  k6nnen wir aul]erdem annehmen, dab W*= W ist, und damit hat q~ 
die Form 

d (: . ) 
F n 

Konjugation mit ~p liefert einen Isomorphismus yon A auf A', bei dem 
Gts]=Ats~ in Gtsj=dts I iibergeht. Es gilt folglich ¢p-lGts~q~=Gts~, und dies 
liefert 

Da A transitiv auf den yon T verschiedenen eindimensionalen Teilr/iumen 
yon S wirkt, kann man c=0  annehmen, also auch r=0.  Schliefllich k6nnen 
wir dureh eventuelles Hintenanftigen einer Streckung voraussetzen, dab 
a = 1 ist. Die lineare Abbildung q~ hat also die Gestalt 

d 
q~= k " 

kd 

Anwendung von q~ auf die Teilr/iume der Partition ~y ,  o gibt: 

s3/3 - gs2/2 + f s  s2/2 + gs + 

f (-- s2/2 + t) k skla 
= \ ( - -  S3/3  - -  as2/2 + fs )  kd (s2/2 + as + t) kJ" 



4-DIMENSIONALE TRANSLATIONSEBENEN 337 

Wir substituieren a = skid, ~ = tk und erhalten 

02 d2 / 
2 k ~ - Z  tr 

ff2d2 tra d* a2 g d 3 + f a d  2 - -  + gad + 
3 k 2 2 k 2k 

Da unter ¢p die Gts~-Bahn yon W des Biischels ~3 in die GtsrBahn von W 
des Biischels ~ '  iibergeht, folgt aus der ersten Zeile der letzten Matrix, dab 
k = d 2 gilt, und wir bekommen 

• a ,  zeR 
tra/3 - gdtr2/2 - fd2a  q2/2 + gdtr + z ' 

das heil3t, f '  =fd  2, g '= gd mit d #  O. Damit ist gezeigt, dab zwei Partitionen 
~I ,  a und ~Bs, ' a' genau dann isomorphe Ebenen erzeugen, wenn eine reelle 
Zahl d#  0 existiert mitf '  =fd 2 und g' =gd. 

(a) Sei zun~chst (f, g)#(0,  0), dann folgt aus g2+4f<0,  dab f < 0  gilt, 
und dutch Wahl von d 2 = -  1If k6nnen wit f = -  1 erreichen. Dann wird 
der Isomorphietyp der Ebene durch einen Parameter g, 0~<g ~<2, gegeben. 
Zur Bestimmung der vollen Kollineationsgruppe F sei tp eine nicht in G 
gelegene Diagonalmatrix. Dann ist ~o entweder eine negative Streckung 
oder hat nach obigem die Form (1) 

d 
tp= d2 

d 3 

mit d # O .  

Wenn g # 0  ist, dann folgt aus g '=g=gd ,  dab d = l  ist, und wir haben 
Fo/A "~Z2, wobei die Nebenklasse durch (1 ) 

- 1  
- 1  

- 1  

gegeben wird. Fiir g = 0 ist nach Annahmef#  0, und die Gleichungf' = f = f d  2 
liefert d2= 1. Daher ergibt sich Fo/A ~Z2 x Z2, und die beiden Gruppen 
Z2 werden von (1 ) ( ) 

- 1 bzw. - 1 erzeugt. 
- 1  1 

- 1  - 1  
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Insbesondere gilt im Fall (f, g) ~ (0, 0) die Gleichung G = A, und die voile 
Kollineationsgruppe ist 7-dimensional. 

(b) Nun sei (f, g)= (0, 0), dann wird A =(Fo) 1 erzeugt yon G und der 
einparametrigen Gruppe 

l 1 d d 2 d 3 / ;  d > 0 ] .  

Insbesondere ist A 4-dimensional, die Gruppe F folglich 8-dimensional. 
Es gilt Fo/A ~Z2 x Z2, wobei die Gruppen Z2 wie unter (a) erzeugt werden. 

SATZ 3. Sei P = ( P , ~ )  eine nicht desarguessche 4-dimensionale Trans- 
lationsebene mit 8-dimensionaler Kollineationsgruppe F. Fiir einen eigentlichen 
Punkt O~R 4 m6ge A = (Fo) 1 eine Gerade S des Biischets ~ der Geraden dutch 
O festhalten. Dann wird die Ebene von folgender Partition erzeugt: 

B --- - s 3 / 3  s 2 + t ' S, t e R  U (S}. 

Beweis. Nach Satz 1 enth/ilt A eine Untergruppe G ~ R  3, welche die 
Voraussetzungen des Satzes 2 erfiillt. Die Ebene wird also yon einer Partition 
~y, a des Satzes 2 erzeugt, und wegen dimF = 8 folgt f =  g =0. Wir erhalten 
also die Partition 

• s, z e R  u {S} ,  s3/3 s2/2 + "c ' 

und Substitution yon t = - s2/2 + ~ ergibt obige Form. 
Bemerkung. Die Ebene des Satzes 3 existiert auch fiir andere K6rper: Sei 

K ein endlicher K6rper yon Charakteristik ~ 3, welcher keine dritte Ein- 
heitswurzel besitzt. Dann ist 

Bx= -s3 /3  s 2 + t  ' s, t e K  u { S }  

eine Partition des K 4 in 2-dimensionale Teilr~mme, welche eine Translations- 
ebene der Ordnung [ K[ 2 erzeugt. 

Zum Naehweis der Existenz geniigt es, wie in Satz 2 zu zeigcn, dab die 
Abbildung sv--~x= - s 3 / 3 - k s  2 - k2s  fftir jedes feste k~K den K6rper K ein- 
eindeutig auf sich abbildet. Es gilt x=  - ((k+s) 3-k~)/3. Da der K6rper 
keine dritte Einheitswurzel besitzt, ist die Abbildung s~-,s3: K ~ K  injektiv, 
und da Kendlieh ist, aueh surjektiv. Daraus folgt, dab fiir festes keKauch die 
Abbildung s~-,(k + s) 3 - k3: K~--~K bijektiv ist. Da der K6rper nach 
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Voraussetzung nicht die Charakteristik 3 hat, bleibt die Bijektivit~it bei 
anschlieBender Multiplikation mit - 3 .  Wenn wir noch voraussetzen, da8 
die Charakteristik des K6rpers yon 2 verschieden ist, k6nnen wir die 
Gruppen G[s] und K wie in Satz 2 hinschreiben und erhalten: Die Ebene 
besitzt eine Kollineationsgruppe, die einen Punkt der Translationsachse 
festh~ilt und auf dem Rest der Translationsachse transitiv operiert. 
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